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RESUMO

O reconhecimento do Grafo Clique € problema cuja dificuldade foi amplamente estudada.
Como tema central temos a prova de Alcon et al. (2009) de que este problema € NP-completo.
O objetivo central do trabalho € evidenciar a base tedrica necessaria para a demonstragdo, o
histérico do problema e a propria demonstracdo. A primeira parte a ser abordada sdo as dreas de
Teoria dos Grafos e Complexidade Computacional. Em seguida o problema e defini¢des sdo
descritas. Por fim, a demonstracao principal € explicada, com o auxilio de imagens.



ABSTRACT

The Clique Graph recognition is a problem which difficult has been widely studied.
From those studies came Alcon et al. (2009)’s proof which states that the problem is in the
NP -complete class. The main objective of the work is to explain the necessary theoretical base
to understand the proof, the history of the problem and the proof itself. We start by adressing the
Graph Theory and Complexity areas of study. Following that, the problem and its definitions are
given. Finally, the main proof is laid out, with the help of images.
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1 INTRODUCAO

O grafo clique de um grafo G ¢ definido como o grafo de interseccao das cliques de
G. O Problema do Grafo Clique tem como objetivo determinar se um grafo H qualquer € grafo
clique de outro grafo G.

O grafo clique foi abordado pela primeira vez por Hamelink (1968), com a ideia de
interseccao de cliques e uma condic¢ao suficiente, mas ndo necessdria, para sua caracterizagao.
Essa caracterizacao abordada por Hamelink postula que se as cliques de um grafo tiverem a
propriedade Helly, entdo ele € um grafo clique.

Alguns anos apds essa caracterizagao parcial, Roberts e Spencer (1971) conseguiram
definir a caracterizagdo completa, ao utilizar o trabalho de Hamelink com uma segunda condi¢ao,
as cliques deste grafo também precisam cobrir todas as arestas dele. Por mais completa que essa
caracterizacao seja, a complexidade do problema do grafo clique ainda era uma discussdo em
aberto.

Alcoén e Gutierrez (2004) demonstraram uma maneira de checar se o grafo € grafo clique,
baseada nos tridangulos do grafo a ser investigado. Por fim Alcén et al. (2009) puderam responder
a complexidade do Problema do Grafo Clique, e a qual classe ele pertence, notavelmente, a sua
inclusdo na classe NP -completo.

O objetivo deste trabalho € evidenciar a NP-completude do Problema do Grafo Clique,
pela revisdo das caracterizacdes e de um aprofundamento da demonstragdo principal.

A demonstracdo da NP -completude necessita de uma fundamentacao tedrica, com
enfoque nas dreas de Complexidade Computacional e Teoria dos Grafos. A primeira tem como
objetivo avaliar a dificuldade de um dado problema computacional e a segunda aborda conceitos
essenciais utilizados na demonstracdo principal, como o conceito de clique.

Apresentamos os fundamentos necessarios no Capitulo 2, primeiro ao descrever a
Complexidade na Secdo 2.1, com as defini¢Oes das classes, €, em seguida, a base tedrica de
grafos na Secdo 2.2, como os subgrafos completos e cliques. No Capitulo 3, abordamos as
caracterizacoes do grafo clique obtidas até agora: Hamelink (Secdo 3.1.2), Roberts e Spencer
(Secao 3.1.3) e por fim a mais recente, Alcén e Gutierrez (Se¢ao 3.1.4). Portanto, com
essa fundamentacdo, a prova principal pode ser abordada no Capitulo 4 e as conclusdes sao
apresentadas em seguida no Capitulo 5.



2 FUNDAMENTOS

Apresentaremos 0s conceitos basicos de Complexidade Computacional, como as classes
pertinentes ao nosso estudo e a relagdo entre elas. Além disso, exibiremos o minimo necessirio
de Teoria dos Grafos para o entendimento da demonstra¢ao principal.

2.1 COMPLEXIDADE

De acordo com Papadimitriou (1994), a Complexidade Computacional € uma area da
Ciéncia da Computacio que tem como objetivo compreender o uso de recursos computacionais
para resolver um dado problema computacional.

Um recurso computacional € definido como o tempo ou espaco utilizado por uma
solucdo de um problema computacional; neste trabalho, o recurso analisado é o tempo. Uma
solu¢do computacional, por sua vez, € dada por um algoritmo que resolve o problema apresentado.

O estudo da complexidade computacional também aborda as redugées polinomiais, uma
das ferramentas para a comparacdo de problemas distintos.

Para nosso estudo iremos examinar as classes P, NP, NP-dificil e NP-completo.

A classe de problemas # contém os problemas de decisd@o! que podem ser resolvidos
por uma Méquina de Turing Deterministica (MTD) em tempo polinomial. Formalmente, dizemos
que um problema D estd em % se existe uma MTD M tal que:

* Para toda entrada, M executa em tempo polinomial no tamanho da entrada;
* Para toda entrada x que D tem resposta verdadeira, M retorna 1;
* Para toda entrada x que D tem resposta falsa, M retorna 0.

A classe P contém os problemas de decisdo que tem uma solucdo eficiente.

A classe de problemas NP contém os problemas de decisdo que podem ser resolvidos
por uma Mdquina de Turing Nao-Deterministica (MTND) em tempo polinomial. Essa classe
também pode ser classificada como os problemas de decisdo cujas instancias positivas possuem
certificados polinomiais que podem ser verificados por uma MTD em tempo polinomial.

Formalmente, se D é um problema de decisdao NP, entdo existe uma MTD V (verifica-
dora) tal que, para cada instancia x, com a ajuda de um certificado polinomial y, a MTD V aceita
x e y em tempo polinomial se x tem resposta positiva para D e y for um certificado para este fato.
Um exemplo € o problema de decidir se um nimero x ndo € primo?. Um certificado possivel é
um divisor y de x. E fécil verificar, ou seja, é polinomialmente verificivel no tamanho de x se y
divide x e, portanto, é possivel confirmar que x tem resposta positiva.

2.1.1 Redugao

Uma redugdo € um procedimento que permite a transformacao de um problema em outro.
Assim, se um problema A pode ser reduzido para um problema B, caso exista um algoritmo que
resolva B, entdo temos um algoritmo que resolve A.

Formalmente, uma reducdo f € um mapeamento das instancias i4 de um problema A
para instancias f(i4) de um outro problema B, de tal modo que, i4 € uma instancia verdadeira

1'Um problema de decisdo € um problema para o qual se espera como resposta apenas "sim" ou "ndo", para cada
instancia do problema
2Note que a resposta "sim" significa que o niimero nio € primo.



para A se e somente se f(i4) € uma instancia verdadeira para B. O uso da redugao para computar
A usando B € apresentado na Figura 2.1.

Por fim, uma reducdo f € dita polinomial se o mapeamento das instancias de um
problema nas instancias de outro € feito em tempo polinomial.

Podemos denotar que um problema A € redutivel polinomialmente a um problema B da
seguinte forma:

A<B

Algoritmo para A
Instancia x : Verdadeiro
de A —> Redugdo Algoritmo para B > ou Falso

A

Figura 2.1: Um esquema para resolver A, dado que A < B

Uma consequéncia da existéncia de uma reducao polinomial de A para B € a comparacio
da dificuldade desses dois problemas, uma vez que ela nos diz que o problema B € pelo menos
tdo complicado quanto o problema A.

A classe de problemas N'P-dificil consiste dos problemas que sdo pelo menos tao
dificeis quantos os problemas mais dificeis em NP. Formalmente, um problema A € dito
NP-dificil se para todo problema B em N'¥ existe uma redugdo de B para A.

A classe dos problemas NP-completo é aquela que contém problemas que estao nas
classes NP e NP-dificil. Desta forma, um algoritmo que resolve um problema da classe
NP -completo de forma eficiente resolveria todos os problemas de NP.

2.2 GRAFOS

2.2.1 Defini¢des bdsicas

Um grafo G € dado por um conjunto de objetos, chamado de vértices, e suas relagdes,
chamadas de arestas. (Bondy e Murty, 2011) define um grafo G como um par ordenado
(V(G), E(G)) que consiste de um conjunto V(G) de vértices e um conjunto E(G) de arestas. A
defini¢ao formal segue:

G=(V,E)
V(G) €é um conjunto finito de vértices
EG) C {u,v} |u,veVeu+#v}

Denotaremos a aresta {u, v} simplesmente como uv.



2.2.2 Grafo Completo
Um grafo G = (V, E) é completo se todos os pares de vértices t€m uma aresta entre si,
uma defini¢cdo possivel de grafo completo a seguir:
G=(V,E)
V(G) € um conjunto finito de vértices
E(G)={uv|u,veVeu#v}

A nomenclatura utilizada para os grafos completos € K,,, na qual n denota o nimero de
vértices do grafo. A Figura 2.2 contém um exemplo de um K.

Figura 2.2: Exemplo de um K5

2.2.3 Subgrafos

Dizemos que um grafo F é um subgrafo de G se
V(F) CV(G)

E(F) C E(G)

A Figura 2.3 mostra um grafo e seu subgrafo demarcado com a cor laranja.

Figura 2.3: Um grafo e um subgrafo possivel, com os vértices e arestas coloridos em laranja
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2.2.4 Cliques

Uma clique C de um grafo G € um subgrafo de G no qual todos vértices sao adjacentes.
C é, portanto, um subgrafo de G que € um grafo completo. Além disso, as cliques nio sdo
subgrafos préprios de outra clique. Por fim, uma clique ndo maximal € chamada apenas de
subgrafo completo, ou completo, para brevidade.

Na Figura 2.4, temos as cliques que compde o grafo: Kj, K3 e K4.

IR IR IR KT

Figura 2.4: Um grafo e suas cliques
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3 LITERATURA RELACIONADA

Os primeiros estudos sobre a classe de Grafos Cliqgue comegaram em 1968, ano no qual
Hamelink descreve uma caracterizacao parcial dela. Sua primeira caracterizacao completa veio
em seguida, em 1971, por Roberts e Spencer, contudo, ndo foi suficiente para compreender a
dificuldade de seu problema de reconhecimento. Em 2009, Alcén e Gutierrez classificaram a
complexidade do problema. Elas consideraram os resultados de seu préprio trabalho de 2004,
em que generalizaram a caracterizacdo do Grafo Clique aos tridngulos do grafo.

3.1 GRAFO CLIQUE E SUAS CARACTERIZACOES

O grafo clique de G € representado por K(G). Dado um grafo G = (V,E),e C o
conjunto das cliques de G, o grafo clique H = K(G) é dado da seguinte da forma:

V(H)=C
E(H)={uv|u,veC,unv +0}

A Figura 3.1 traz um exemplo de grafo clique, com os vértices de K(G) representados pelas
cliques: K4, K3 e K».

@ & & ©

Figura 3.1: Um grafo G a esquerda com as cliques: K3 (acima, em azul), K4 (no meio, em laranja) e K, (abaixo, em
azul). O grafo clique H = K(G) correspondente ao lado direito do grafo G, com os vértices pintados das mesmas
cores das cliques.

3.1.1 Propriedade Helly

Uma familia de conjuntos F' é chamada de dois a dois intersectante se existe intersec¢ao
ndo vazia para qualquer par x,y € F.

Uma familia 7~ de conjuntos t€m a propriedade Helly se qualquer subfamilia dois a
dois intersectante tem intersecao total nao vazia.

Uma caracteristica da propriedade Helly foi definida por Berge (1987), ele postula o
seguinte fato:

Fato 1 ((Berge, 1987)). Uma familia ¥ de conjuntos tem a propriedade Helly se e somente se,
para qualquer tripla de elementos, a subfamilia de conjuntos que contém pelo menos dois desses
trés elementos tem uma intersec¢do ndo vazia.
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3.1.2 Caracterizagao de Hamelink

Hamelink (1968) introduziu a condi¢do suficiente para que um grafo seja grafo clique
de outro. A condicao impde que se o conjunto de todas os completos de um grafo H tiverem a
propriedade Helly, entdo H € grafo clique.

3.1.3 Caracterizacao de Roberts e Spencer

Em (Roberts e Spencer, 1971), os autores encontraram a condi¢cao necessdria e suficiente
para que um grafo H seja grafo clique de um grafo G.

Segundo os autores, o grafo H € um grafo clique se e somente se existe um conjunto de
completos K = {Ly, L,,...,L;} de H que satisfaca as seguintes propriedades:

1. K cobre! todas as arestas de H;
2. K tem a propriedade Helly.

Para a suficiéncia, seja K um conjunto que cobre todas as arestas e € Helly, definiremos
um grafo G a partir de H a seguir:

D V(G) ={{h} [heV(H)}UK

ii) Para A,B € V(G), AB € E(G) see somente se AN B # ()
A partir desse grafo G, mostraremos que H = K(G).

Seja C(h) o conjunto dos vértices de G (que sdo completos de H) com vértice & como
elemento. Cada C(h) € uma clique de G. Essas sdo as Unicas cliques de G, pois, seja C um
completo de G, se C contém um vértice de H, entdo C C C(h). Se C ndo contiver um vértice de
H, entdo C € contida em algum C () pela propriedade Helly.

Na Figura 3.2, temos o exemplo de um grafo H e seu grafo G obtido pelas instrucoes
acima, com o conjunto de completos K = {A,B,C}, A = {{1,2}, B=1{2,3,4}, C ={4,5}}
que cobre todas as arestas e tem propriedade Helly.

Temos os seguintes C (/) para esse grafo:

« C(1) ={{1}, A}
* C(2) = {{2}, A, B}
« C(3) = {{3}. B}
* C(4)={{4}.B.C}
« C5)={{5}.¢}

Se aplicarmos o operador K(G), obtemos H.

Para provar a necessidade, suponha que H = K(G). Temos que mostrar que existe um
conjunto de completos de H que cobre todas as arestas e tem a propriedade Helly.

Tomemos V(G) = {g1,82, ..., &n}, V(H) ={h1, ho, ..., h,},e K1,K>...K, como
as cliques de G, nomeadas de tal forma que h;h; € E(H) < K;NK; # 0.

1Onde cobrir uma aresta € ter seus dois vértices inclusos no conjunto.



13

Figura 3.2: Um grafo H e seu o grafo G obtido pela defini¢ao

Para cada vértice de G, defina L; = {h; | g; € K;}, as cliques associadas ao vértice de
G. Cada L; € um conjunto completo em H pois, se hj, hy € L;, entdo g; € K; N Ky e, portanto,
hih j € E (H )

Iremos mostrar que K = {Ly, Ly, ..., L,} tem ambas as propriedades: propriedade
1) € satisfeita pois, se existe aresta entre vértices de H, entdo as cliques que representam esses
vértices tem intersec¢do nao nula. Ou seja, toda interseccao de cliques tem aresta correspondente
em H, e essas sdo as Unicas arestas de H, que por sua vez, sao cobertas por K.

Em seguida, precisamos provar que a propriedade 2) € satisfeita por K. Suponha que F
¢ uma familia intersectante dois a dois de K. Entdo, existe um vértice h;; que estd na intersec¢do
de dois membros L;, L; € K, o que se traduz em vértices de g; € g; que estdo no mesmo completo
K, logo existe a aresta g;g ;.

Essa mesma ideia se repete a todos os pares (7, j) de membros de K. No fim, como
sdo intersectantes dois a dois, existe um completo K que precisa conter todos L;, ou seja, a
interseccdo de F € ndo nula, portanto, K tem a propriedade Helly.

Como um exemplo, seja F' = {a, b, c,d} uma subfamilia, se F € intersectante dois a
dois, entdo as interseccdes sdo as seguintes: a N b;aNc;anNd; bNc; bNd;cnNd. Portanto,
existem as seguintes arestas: g,8p, 8a&c> La&d»> 8b8c &h&d> &c&d» que formam um Ky, que €
justamente a clique que fica na intersec¢ao da subfamilia F.

Nesse mesmo artigo dois fatos sdo provados por Roberts e Spencer (1971), eles serdo
usados na prova da NP-completude.

Fato 2 (Lema 1 de (Roberts e Spencer, 1971)). Seja ¥ uma Familia-RS de G. Entdo ¥ contém
uma clique de tamanho 2 se e somente se essa clique é maximal em G.

Na nossa instancia do problema do grafo clique, as arestas serao todas contidas em
algum triangulo. Desta forma, nenhuma clique de tamanho 2 € maximal.

Fato 3 (Prova do Teorema 3 de (Roberts e Spencer, 1971)). Se um triangulo T é um completo de
G, entdo T é membro de toda cobertura por completos de G que satisfaca a propriedade Helly.

Nessa mesma instancia do problema existem diversos vértices de grau 2. Cada um
desses vértices estd contido em exatamente um triangulo auxiliar 7, o que implica que esse
triangulo é um completo. Esse fato € usado na demonstragcdo principal, qualquer tridngulo deste
tipo € membro de qualquer cobertura por completos possivel.
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3.1.4 Generalizacao de Alcon e Gutierrez

Alcén e Gutierrez (2004) apresentaram uma generalizagdo da caracterizagdo de Roberts
e Spencer, a partir do uso dos tridngulos desse grafo e os completos que compartilham uma aresta
com esses tridngulos. Nosso interesse ¢ em uma das equivaléncias provadas, que futuramente
nos ajudard a montar um certificado para o Problema do Grafo Clique.

Antes de partirmos para a generalizagdo, € necessario definir um tipo de subfamilia:
dado um tridngulo 7', a subfamilia de membros de ¥, na qual os membros sdo completos, defina
Fr como os completos com pelo menos dois vértices de 7.

No trabalho delas, é postulado que os trés pontos a seguir sdo equivalentes, para uma
familia F de completos de um grafo G:

1. ¥ tem a propriedade Helly
2. Para todo tridngulo 7' € T(G), a subfamilia 7 tem a propriedade Helly.
3. Para todo triangulo T € T(G), a subfamilia #7 tem intersec¢do nio vazia.

Primeiro mostraremos que | — 2:

Se ¥ tem a propriedade Helly, entdo qualquer subfamilia tem a propriedade Helly, em
particular, a subfamilia 7 tem a propriedade Helly.

Consequentemente, demonstraremos que 2 — 3:

Sabemos que 77 € dois a dois intersectante, ja que todo conjunto de 7 tem dois dos
vértices do tridngulo 7. Entdo, se 7 tem a propriedade Helly, logo ndo tem intersec¢do vazia
(pelo Fato 1).

Por fim, presuma que 3 € verdadeiro mas ¥ ndo tem a propriedade Helly, ou seja, é
falsoque 3 = 1.

Entdo deve haver uma subfamilia ¥ que € dois a dois intersectante mas nao tem
interseccao total. Podemos tomar a familia minima, para ser dois a dois intersectante com
intersec¢do nula, ¥’ tem pelo menos trés membros, A, A; e Asz. Consideraremos os vértices
V1, V2, v3 como membros das 3 intersec¢oes dois a dois (vi € Ay N Az, vo € Ay NAsze
vy € A; N A3).

Esses vértices formam um tridngulo 7 em G. Claramente ¥’ € uma subfamilia de ¥7,
que por hipétese tem interseccao ndo vazia, logo ¥’ também tem intersec¢do nio vazia. Uma
contradicdo. Logo,3 — 1.
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4 GRAFO CLIQUE E NP-COMPLETO

4.1 O PROBLEMA DE RECONHECIMENTO GRAFO CLIQUE E NP-COMPLETO

O problema do grafo clique pode ser enunciado como um problema de decisdo:
Instancia: Um grafo G.
Pergunta: Existe um grafo H tal que G = K(H)?

Ou seja, dado um grafo G, determinar se ele € grafo clique de algum grafo H.

4.1.1 Grafo Clique pertence a NP

Alcén et al. (2009) provaram que o problema de reconhecimento do grafo clique esta
em NP, sugerindo um certificado dado pela generalizacao vista na Secao 3.1.4, a partir uma
cobertura por completos ¥ . Elas mostram entdo que essa cobertura pode ter tamanho polinomial.

Seja ¥ uma cobertura por completos de um grafo G = (V,E). Adote o seguinte
algoritmo guloso para montar uma subfamilia #”: para cada aresta e € E, cubra e com um
completo de ¥, e, ap0s isso, cubra as arestas restantes da mesma forma, com completos de 7.
Esse procedimento nos d4 uma subfamilia ¥’ de tamanho no maximo |E|. Perceba também que
nenhum membro de 7’ estd contido em outro.

Desta forma, ao usar a generalizacdo de Alcon e Gutierrez, podemos considerar as
triplas de vértices a, b, ¢ de G que sdo um tridngulo 7. Consideramos os membros de ¥/ e, para
todo vértice do grafo G, se v pertence a intersec¢do de F;. Isso produz um algoritmo que checa
em tempo O(|V|*|E|) se uma cobertura por completos 7’ de tamanho O(|E|) tem a propriedade
Helly. Portanto o problema pertence a classe NP.

4.1.2 Familia-RS

O certificado do problema de decisdo estar em NP nos traz uma consequéncia: um
grafo G tem uma cobertura de arestas por completos com a propriedade Helly se e somente se o
grafo G admite uma cobertura por completos com a propriedade Helly sem que um membro
esteja contido em outro. O nome dessa cobertura € chamada de Familia-RS do grafo, nomeada
por Alcon et al. (2009), onde RS se refere a Roberts e Spencer.

Logo € possivel caracterizar os grafos clique da seguinte forma:

* A cobertura por completos tem a propriedade Helly

* Nenhum completo estd contido em outro completo

Desta forma G € um grafo clique se e somente se G tem uma Familia-RS.

413 3SAT;

O 3§AT5 € uma versdo do 3SAT em que cada varidvel ocorre no maximo 3 vezes.
Uma instancia do 3SATj5 € definida como: I = (U,C),naqual U = {u; , 1 <i < n},
um conjunto de varidveis booleanas e C = {c;, 1 < j < m}, um conjunto de cldusulas com
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elementos de U. Cada clausula de C tem de duas a trés variaveis e cada variavel u; ocorre no
maximo trés vezes em C.

O 3SAT5 pertence a classe NP-completo, fato obtido a partir da redu¢ao do 3SAT para
038§ ATgZ

Seja x uma varidvel que aparece k (k > 3) vezes numa expressao do 3SAT. Substituimos
a primeira ocorréncia de x por x1, a segunda por x3, € assim por diante. As novas varidveis sao
X1, X2y vy X-

Agora precisamos que as novas varidveis mantenham o mesmo valor que x, para tal
podemos adicionar k novas cldusulas a nossa redu¢do que garantem a valoracao:

(KT VX) A VX3) A3 Vxg) A (X V)

Desta forma 3SAT < 3SATj, e, portanto, 3SAT5 € NP-completo.

4.2 GRAFO OBTIDO A PARTIR DA REDUCAO

Alcén et al. (2009) propdem um grafo G a partir de uma instancia do 3SAT5 e este
grafo serd utilizado na demonstracao da N'P-completude do problema do grafo clique.

Seja I = (U, C) uma instancia do 3SAT3, sem perda de generalidade, presuma que cada
variavel ocorre 2 ou 3 vezes em C, e nenhuma varidvel ocorre duas vezes na mesma clausula.
Além disso, se a varidvel u; ocorre duas vezes em C, entdo ela ocorre uma vez como o literal u; e
outra como o literal ;. Por fim, se u; ocorre trés vezes em C, uma delas € como o literal u; e as
duas restantes como o literal ;.

Para cada varidvel u;, seja j; o subindice da cldusula em que a varidvel u; ocorre como o
literal u; e J; = {j | literal i; ocorre em c;}.

Para cada cldusula c¢; com trés varidveis, seja I; = {i | varidvel u; ocorre em c¢;}. Se c;
tem duas varidveis, entdo iremos preencher essa cldusula ¢; com uma varidvel extra, a varidvel
indexada por n + 1, de tal forma que todas as cldusulas tenham trés varidveis.

*

Como finalidade de simplificar o processo da redugéo, definimos que i} =iz, i5 = i3 €
3k

1, = i] .
3
De uma instancia I = (U, C) construiremos um grafo G; = (V, E).
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Os vértices V de G s@o os seguintes:
Primeiro temos os vértices que representam cada varidvel da instancia em sua forma

nao negada:

i i i i i i i
U {aji’ Ci» dji’ €ji»Jjir 8o hji

1<i<n

Temos entdo, os vértices que representam as varidveis da instancia em sua forma negada:

i i | . | i
U U{a]’c d ej’ ]’g]’hjazjavj’wj}

1<i<n jeJ;
E, por fim, os vértices de preenchimento, para que cada componente tenha trés partes:

n+l n+l g+l n+l n+l _n+l gn+l
U taptertapt et gt

1<j<m,|c;|=2

Juntando as trés partes, o conjunto V de vértices do grafo é dado por:

i B i i P
U{ ay,, ¢ dj, €] f g]z hj} U U U{a.l’c d; e!’ J’gJ’hj’Zj’vj’Wj}

1<izn 1<i<n jeJ;

n+l _n+l g+l n+l o+l _n+l gn+l
b ettt gt ey

1<j<m,|cj|=2

As arestas £ de Gy sdo:
Para cada j, 1 < j < m, as arestas do completo induzido pelo Ki>(j)
{ai. di. gi. hi. |i € I;}, - em que j simboliza o indice da cléusula' as arestas dos conjun-

tos {c d’ | i 6 I; L¢n+l}e{c ] cJaJ ei.d;,ej.h’ f’g f’ i €l;}.

Cada clausula c; forma um componente de Teste de Satlsfagao Sj, como na Figura 4.1.
Note que se tivermos a varidvel indexada por n + 1, ela ndo tem a aresta cd, como podemos ver
na comparacdo na Figura 4.2. Esse componente S; tem como objetivo espelhar a satisfacdo da
clausula c;.

As arestas restantes sdo: para cadai, 1 <i<n,para cada j € J;, as arestas do grafo

completo induzido pelo conjunto K5(j,7) = {h’ ,8" ] v h’ , 8 ]} com j indexando a cldusula e i
indexando a varidvel; as arestas do conjunto {h’ wh T w h‘ g z z. g a P Vi T vjaj}

Essas arestas formam o componente de Atrlbulgao de Valores T; (Figura 4.3), o qual
tem o objetivo de manter a coesdo de uma dada varidvel u; entre as cldusulas em que aparece.
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Figura 4.1: Um componente de Teste de Satisfacdo, representando a cldusula j, que possui as varidveis 1,2 e 3.

Figura 4.2: Aresta que difere num S; com varidvel indexada por n + 1
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De forma resumida, os completos do grafo G; sdo, com parte das arestas omitidas a fim
de simplificar as imagens, com os completos possuindo seus vértices em destaque:

* Paracadaj, 1 < j < m, ocompleto K5 = {a;,d;.,g;,h; liel;}

Figura 4.4: Completo K, em azul

* Paracadai, 1 <i < n, paracada j € J;, o completo K5 = {h;i,g;i,v;,h;,g; liel;}

Figura 4.5: Completo K5 em azul
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e Paracadaj,1 < j<m,i€l;, i #n+1,umcompleto K4 com c;.: {aj.,cj.,d;.,a?}

Figura 4.6: Completo K4 em azul

e Para cada i, 1 < i < n, para cada j € J;, dois completos K4 com vj.:

{alji’hlji’g;t"vlj}’ {alj’ hlj’g;’vlj}

Figura 4.7: Os completo Ks em azul e laranja, com o vértice em comum v',

* Todos tridngulos com vértice de grau 2:

— Paracadaj, 1 < j < m, paracadai € I}, os tridngulos {f]’ a’ ,g’j}, {e’j,d}, h’]} e
n+l  n+l*

a” ,a;f“} quandon+1 € 1.

o triangulo {cj .’

— Paracadai, 1 <i <n, paracada j € J;, os tridngulos {g' , 2}, ¢"}, {i , w', h’}.
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4.2.1 Exemplo de grafo

Na Figura 4.8 temos um grafo obtido a partir da instancia do 3SAT5: [ = (U,C), U =
{ur,uz,uz}, C ={cy ={uy,us}, co ={uy,uz,us}, c3 ={uy,uz}}

As cldusulas ¢y, ¢; e c¢3 estdo a direita, acima e a esquerda, respectivamente. Note a
falta das arestas c‘l‘d‘lt e cé‘dé‘, uma vez que € a varidvel para preencher o grafo, aquela indexada
por n + 1. Novamente, algumas arestas foram omitidas, a fim de facilitar a leitura do grafo.

Figura 4.8: Exemplo de grafo obtido através da construcio apresentada
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Para auxiliar a demonstragdo principal, iremos apresentar dois lemas que nos ajudam
a determinar a valoragdo que satisfaz o 3SAT5. O valor de cada u € U vai depender de qual

membro da Familia-RS de G; cobre a aresta ai,ci.,
L 1

Figura 4.9: Parte de um componente Atribuicdo de Valores para auxiliar nos lemas

Lema 4. Lema da Escolha de Cobertura. Seja ¥ uma Familia-RS do grafo G;. Para cada j,
1<j<m,eparacadai € I;,i # n+ 1, somente um dos triadngulos {a;., c;., aj.* 1, {aé., cz., d;}
(Veja a Figura 4.10) pertence a ¥. Sei =n + 1, o vértice c’]'f“ é de grau 2, e, portanto, contido
(n+1)*}

em apenas um tridngulo, o triagngulo {a™!, c"*!, a;

Jod

Figura 4.10: Os dois tridngulos a serem analisados, {a;, c;,

a?} do lado direito e {a?, c;., d;} do lado esquerdo.
Demonstragdo. Considere um j,1 < j < m qualquer, e, paracadai € /;,i # n+ 1. Presuma
sem perda de generalidade que j = j;, para o uso do lado esquerdo da Figura 4.9 como auxilio.
Da mesma foma, para j € J;, utilize o lado direito da Figura 4.9.
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Temos que provar que exatamente um dos tridngulos {a;.i , cz.l_ , ai 1, {a;.i , cz.l_ , d;.i} pertence
af.

Perceba que pelo Fato 3, os tridngulos {d;i, ez.i, h;i} e {az, C;i’ d;i} pertencem a ¥, pois
e;.l_ e lel sdo vértices de grau 2 de G.

Pelo Fato 2, para cobrir a aresta az.l_ C;}’ pelo menos um dos trés completos tem que
pertencer a F:

1. {d"., c’],, at

i
Ji’ TJi’ Ui dji}

i i i*
2. {aji’ i aji}

i i i
3. {aji’ i dji}

Agora vamos mostrar que o completo {ai._, c., a;_, d;'._} ndo pertence a F.
1 1 l

Pelo Fato 2, para cobrir a aresta a’jiv’k pelo menos um dos trés completos {a’ji , g’ji , v’k , hlji 1,
{a;l_, g;'.l_, v} ou {az.l_, h;.l_, v } tem que pertencer a 7. Presuma que {a;i, Ci'i’ a;;, d;i} pertenga a
¥, temos que nenhum dos trés conjuntos anteriores ¢ membro de 7, pois as trés subfamilias a
seguir violam a propriedade Helly:

{{a;i’ g;i’ v§<’ h;i}’ {a;i’ C;'i’ a;i’ d;'i}’ {a;i’ fjl:i’ g;z}}
{{aS'i’ g;i’ vl/.C}’ {a;i’ C;'i’ a;i’ d;'i }’ {a;i’ f]l:i’ gi'i }}
{{alji’ hlji’ vlk}’ {alji’ Clji’ alji’ d;i}’ {d;i’ elji’ hl]z}}

Desta forma, o completo {ai.‘, ct a?, d;'.,} nao pertence a 7.
1 1 L

i
Ji S S
Por fim, precisamos mostrar que apenas um dos tridngulos {a’j,, c’] a’j‘ 1, {a’j,, c’] d}{}
12 1 L 1 L 1
pertence a F.
Novamente, considere a aresta a‘j‘v’k; a presenca dos triangulos: {a’j,, fj’._, g;._},
1 1 v 1
{d},, e’j_, h’j,}, {a’j_, c’].,, a’j,}, {a’j_, c’j,, d;.,} juntos em ¥ implica que nenhum dos trés conjuntos
13 13 13 1 1 13 L 1 13
completos que possam cobrir a aresta a’j,v’k ¢ um membro de ¥, pois as seguintes subfamilias
12
ferem a propriedade Helly:

i i pi i it i i
PP i it i i
{{d. g} vi}Ad). ¢ a1 {d L L 8l 1)
iopioi i i it i pi
Waj. hy.vidAay,. . dj b Ady €5, 1 1)
Desta forma apenas um dos triAngulos {a;i, cz.i, ai}, {az.[, c;i, d;i} pertence a F .
Lema 5. Lema de Comunicagdo de Literais. Seja ¥ uma Familia-RS do grafo G.

Paracadai,1 <i < neparacadaj, j € J;, se {a;., c;, d;} € F, entdo {aé.i, c;i,ai} eF
(Figura4.11). E, se {aé., cs.,a;.*} € F, entdo {a;i,cz.i,d;.i} € F (Figura 4.12).

Demonstragdo. Observe a Figura 4.11. Considerei,1 <i < ne j € J;. Primeiro presuma que
{a;, CS" dj.} € ¥, na Figura 4.11 esse triangulo € escolhido.

Perceba que pelo Fato 3, os tridngulos destacados na Figura 4.11 pertencem a ¥, uma
vez que sdo tridngulos com vértices de grau 2.
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Figura 4.11: Primeiro caso do Lema de Comunicagdo de Literais

Como no Lema anterior, para cobrir a aresta a’.v’., o conjunto completo {ai., g;, v;}

precisa estar em ¥, pois as seguintes subfamilias ndo tem a propriedade Helly:
i ol i pi i gi i i pi
i i i i i pi

Da mesma forma, para cobrir a aresta a’j,v’j, 0 conjunto completo {a‘j‘, h‘j‘, v’j} precisa
L 1 1
estar em ¥, pois as duas subfamilias a seguir ferem a propriedade Helly:

i i i g [ SN | i i i
{{aji$gji7 vja hﬁ.}’ {aj5 gj9vj}a {gjia gj9 ZJ}}

i i i AR SN | i i i
Hal &5V 3o Aaj. &5 Vi1 A8 €50 231

Por enquanto a suposi¢do de que {a;, c;., d;} € ¥, forgou os triangulos {a;, g;, v;} e
{a',, h},v'} a estarem em .

Agora observe o lado esquerdo da Figura 4.11. Pelo Lema da Escolha de Cobertura,
nds sabemos que somente {a’ji, Clj,-’ a’j*i} ou {a;i, ci.i, dj.i} pertence a 7.

Uma vez que a suposicdo que {a‘ji, c’ji, d;.i} pertence a F implica na subfami-
lia {{a’j, h’j, v’j}, {a’j, c’j, d;.}, {d;., e‘j, h’}}} que viola a propriedade Helly, concluimos que

{alji’ ¢

It alj.-} pertence a 7.

A segunda parte segue um argumento andlogo, mas com a Figura 4.12 como a base.
Comegamos supondo que {a;, cj., ai.*} pertence a 7, um tridngulo escolhido no lado direito da
Figura 4.12, por consequéncia, os outro trés triangulos: {a;, h;, v;}, {az.i, g;i, vz.} e {ai.i, ci.l_, dj.i}
estdo em ¥ . O
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Figura 4.12: Segundo caso

4.2.2 Conclusao

O Lema da Escolha de Cobertura define qual tridngulo utilizar para cobrir a aresta ai.l_ c;i.

O Lema de Comunicagao de Literais implica que se ¢, € ¢, sdo cldusulas nas quais a
varidvel u; ocorre como literais diferentes, entdo a Familia-RS € for¢ada a escolher tridangulos
diferentes para cobrir as arestas a',c!, e a,c;. E, da mesma forma, se ¢, e ¢, tém u; com o
mesmo literal, entdo as arestas a),c, e a},cl, sdo cobertas pelo mesmo tipo de tridngulo.

Deste jeito, o Lema da Escolha de Cobertura define a valoracdo de uma variavel u;,
enquanto o Lema de Comunicacao de Literais mantém a coesao entre as ocorréncias de u; em

cada cldusulas em que aparece.

43 NP-COMPLETUDE

Apresentamos um esquema da demonstracdo: primeiro, suponha que o grafo G é
grafo clique e, com isso, mostre uma valoragdo para U que satisfaz C. Para a conclusdo da
demonstragdo, € dada uma valoragdo de U que satisfaz C e, entdo, € listada uma cobertura por
completos ¥ de G; que tem a propriedade Helly.

Dada uma instancia qualquer / = (U, C) do 3SAT3, seja G o grafo obtido pelo processo
descrito na se¢do 4.2. G é um Grafo Clique se e somente se C € satisfazivel.

Primeiro, suponha que G; é um Grafo Clique e seja ¥ € uma Familia-RS de G;.
Mostraremos uma atribuicdo de U que satisfaz C:

Para cada variavel u; € U atribua:

u; como verdadeiro se e somente se {a’ji, Clji’ d;i} eEF.
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Para observar que essa atribuicdo de valores satisfaz C, considere a clausula c;.
Veja a Figura 4.1. A propriedade Helly de # implica que existe i € I; tal que o tridngulo

"+1 & um vértice de grau 2 em G;. Pelo Lema da

Escolha de Cobertura, {ai., CS" d;'.} estd em ¥ . Existem duas possibilidades:

u; € o literal u; em ¢;: entdo j = j; e a condigdo (2) {ai.i, ci.i, d;i} € . Entio, por (1) a
variavel ¢; € verdadeira e a cldusula c; € satisfeita.

u; é o literal i7; em c¢;. Entdo j € J. Pela condi¢d@o (2) e o Lema de Comunicagdo de
Literais, {a;.,, c' a;.:} € . Entdo, pelo Lema da Escolha de Cobertura, {ai.i, cz.i, d;'.i} ¢

i Ji’ . .
¥, portanto u; € falso e a cldusula c; € satisfeita.

Logo se G € um grafo clique, entdo C € satisfeito.

Agora, por outro lado, dada uma atribuicao de U que satisfaz C, existe uma cobertura

por completos ¥ de G;:

Paracadaj, 1 < j < m, o completo K, = {a;, d;,gs., hi. |iel;}

Para cada j, 1 < j < m, para cadai € I;, os tridngulos {fj’.,a‘;,g;}, {ei., d;., h;}
Paracadaj, 1 < j < m,paracadai € I;,i # n+1, {a’j,c’j,d;} eparai = n+1,
{a’j,c’j,a’;}

Para cadai, 1 <i < n, paracada j € J o completo K5 = {h’ji,g;i, v’j, h’j,g;}
Paracadai, 1

< i < n, paracada j € J os tridngulos {g; z;,g;}, {h’], wj., h’]}
<

Para cadai, 1 <i < n, tal que a varidvel u; tem valoracdo verdadeira, {aj._, c;,, a”},}
1 1 J1

Além dessas arestas listadas, que aparecem em todas coberturas., temos aquelas cobertas

Para cadai, 1 <i < n, tal que a varidvel u; tem valoragdo falsa, {aj-,, cj., ai-l}
13 15 15

pelos tridngulos escolhidos pelo Lema da Escolha de Cobertura e pelo Lema de Comunicagdo de

Literais.

Com a adi¢ao desses triangulos ao conjunto de completos, todas as arestas sao cobertas.
Por fim, temos que mostrar que o conjunto ¥ tem a propriedade Helly. Pela generalizacao

de Alcon e Gutierrez, € necessdrio mostrar que para cada triangulo 7" de G, os completos que
tém uma aresta em comum tém interseccdo nao-nula, ou seja, paracada T € T(G), (N Fr # 0.
Isso é possivel pois as arestas do grafo construido sempre pertencem a um tridngulo.

Defina um tridngulo facil como: se um tridangulo contém uma aresta e, entao qualquer

completo de # que cubra e também contém 7', entdo a intersec¢do de Fr € ndo-nula. Tridngulos
que contém um vértice de grau 2 sdo faceis, pois € necessario inclui-los na cobertura, sendo a
propriedade Helly € ferida.
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Os tridngulos de G sdo analisados em dois grupos, se estdao ou ndo contidos em um
Ki> ouemum Ks.
4.3.1 Triangulos nem em um K> ou em um Ks

Esses tridngulos sdo separados em quatro grupos:

* a) Tridngulos com o vértice c;, 1 <j<miiel;,i#n+1. Esse vértice é contido em

exatamente trés tridngulos de G; (Figura 4.13). {c\,a’,a’ }, {ct,a’, d"}, {ct,a" , d.}.
g g JARUANS: AR AN AR AR

Figura 4.13: Tridngulos que contém c;

Para qualquer um destes trés tipos de triangulos, os membros de 7 sdo:

Se u; é verdadeiro e ocorre como literal u; em c; ou u; € falso e ocorre como o literal i;
em c;, os membros de 7 sdo:

Ki(j). {c}d},d'}, {d', ¢}, d})}

Logo d; e N Fr.

Se u; € verdadeiro e ocorre como literal iz; em c; ou u; € falso e ocorre como o literal i;
em c;, os membros de 7 sdo:

N (A g i i
Klz(.])’{cjaajydj}’{aj’cjaaj}

Logo a;.* e N fr.
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* b) Triangulos com o vértice c’}”, I<j<mmn+lel;:

{a;g+l,cn+1’a;!+l*}

i

Sao todos triangulos faceis (4.14).

Figura 4.14: Tridngulos que ndo t€m aresta cj.dj.

* ¢) Triangulos com algum dos vértices: e; ou fJ’ ou wi. ou z; (Figura 4.15), 1 < j <
m,i € Ij
{el]‘a d_l]a hl]}’ {fl, g;’ al] }’ {Wl]’ hl]t’ hl]}’ {le’ g;l’ g;}

Sao todos triangulos ficeis.

Figura 4.15: Triangulos que com vértice e/, ou f7 ou w'; ou 2§
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(a)

(b)

Figura 4.16: Tridngulos que contém o vértice v;

* d) Triangulos com o vértice v';, 1 <i < n, j € J; (veja a Figura 4.16).

{vlj’ g;i’ alji}’ {VIJ" hlji’ alji}’ {vlj’ g;i’ alj}’ {Vlf’ hlji’ al]}

-I= {Vz"g;i’a;i}
Se u; € verdadeiro, entdo os membros de F7 sdo: Ki»2(j;), Ks5(J,1), {a;i,g;i, v’,'{}
quando k € J;. Portanto g’ji € Fr. Se u; é falso, entdo os membros de 7 sdo:
Ki2(ji), Ks(j, 1), {ai-i’ h;i’V;}- Logo hl]l €Fr

- T={0\ K  a
r {V]’h]i’aji} . o
Se u; é verdadeiro, entdo os membros de F7 sdo: Ki2(Jji), Ks(Jj,i), {a’j,, g; v’j}.
Portanto gi.i € Fr. Se u; é falso, entdo os membros de ¥Fr sdao:

Ki2(ji), K5(j, i), {a’, ', , v} quando k € J;. Logo ' € Fr
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-T= {V;,g;i,a;}
Se u; é verdadeiro, entdo os membros de Fr sdo: K2(j), Ks(J,1), {vi., h},aj}.
Portanto hlji € Fr. Se u; é falso, entdo os membros de F7 sdo: Ki2(jr), Ks(J,i).
Logo g’j € Fr

ST )
Se u; é verdadeiro, entdo os membros de Fr sdo: Ki2(j),Ks(j,i). Portanto
hlji € Fr. Se u; é falso, entdo os membros de F7 sdo: Ki2(j), Ks5(j,i), {v’j, g’j, a’j}.
Logo g;. € Fr

4.3.2 Triangulos em um K> ou em um Ks
Agora considere os tridangulos de G contidos em um K, ou um Kj:

* a) Veremos os tridngulos contidos em um K> (j) = {a;, d;.,g;, h; lielj},1<j<m.
Entre estes tridngulos, aqueles com pelo menos uma aresta coberta pelo K, sao
triangulos faceis.

O restante dos tridngulos sdo triangulos cujas arestas sdo cobertas pelo K, e outro
completo de . Estas arestas sdo as seguintes, parai # n + 1:

[AD A S| AR AN A A% S A 1] [N N [ RN ]
aja;, a;d;, a;g;, a;hy, a;d;, a;g;, hid;, h;g;

E, parai = n + 1, as seguintes arestas:

i it [N i g
aja;, a;g;, h;d;

-T= {aé.,i € 1;} (Figura 4.17)

Figura 4.17: Triangulos formados por a‘}

Uma vez que c; € satisfeito, entdo existe i € I; de tal forma que u; ocorre como
o literal u; em c; e a varidvel u; € verdadeiro ou u; ocorre como o literal i; € a
variavel u; € falsa.

Em qualquer caso, pela construgdo de ¥, a?a? € coberto apenas por Ki2(j).
Como K> (j) também contém o terceiro vértice de T, T € um triangulo facil.
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Figura 4.18: Triangulos formados por {a’, az.*, d'}

_ i i : .
-T-= {{aj,aj ,dj} €1;},i #n+1 (Figura4.18)
Se u; € verdadeiro e ocorre como literal u; em c; ou u; € falso e ocorre como literal
it; em cj, os membros de Fr sdo:

Ki2(j), {C;,a?,dj.}, {a},c;, d;} Portanto d} € m Fr

Se u; € verdadeiro e ocorre como literal 1z; em c; ou u; € falso e ocorre como literal
u; em c;, os membros de Fr sdo:

Ki2(j), {c}, ', d}}, {a';, ¢, a }. Portanto d'; € m Fr

Figura 4.19: Tridngulos formados por {aj., d;, h;.}

-T= {{Cl;,d;,h;} €1;},i # n+1 (Figura 4.19)
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Se u; € verdadeiro e ocorre como literal u; em c; ou u; € falso e ocorre como literal
i1; em cj, os membros de Fr sdo:

. iopi i i i i
Kia(j), {e}, bl di}, {al, cf, di}. Portanto df € () F7
Se u; € verdadeiro e ocorre como literal #; em c¢;, 0s membros de Fr sdo:
. iy gi iopi i i
Kia(j), {€}, bl di}, {al, b, vi}. Portanto iy € () 7
Se u; € falso e ocorre como literal u; em ¢, os membros de 7 sdo:
Ki2(j). (€l h di, {al, i vi ) K € T,

Com a lista da cobertura por completos apresentada, h;. e NIr

Figura 4.20: Tridngulos formados por {aj., a;*, g;'.}

- T ={{al,a,g'} € I;},i # n+ 1 (Figura 4.20)
Se u; € verdadeiro e ocorre como literal u; em ¢, os membros de Fr sdo:

Ki2(j), {a?,f’:,g;}, {a;,g;, v}, k € J;. Portanto g; € m Fr

Se u; € verdadeiro e ocorre como literal #; em c; ou u; € falso e ocorre como literal
u; em cj, os membros de Fr sdo:

. i i I Y i*
KIZ(J), {aj s J o g/}’ {al ,aj,cj}' POrtantO aj € ﬂ ﬁ
Se u; € falso e ocorre como literal u; em ¢, os membros de 7 sdo:
Kia()).{a’, £}, g5}, g v}, k € J;. Portanto g € (| Fr

- T ={{d}, g}, h}} € I;},i # n+ 1 (Figura 4.21)
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Figura 4.21: Triangulos formados por {a’, g%, 1%}

Se u; € verdadeiro e ocorre como literal u; em ¢, os membros de 7 sdo:
K12(j), Ks(j,1), {a;,g;,v’;(}, k € J;. Portanto gj. € ﬂ Fr
Se u; € falso e ocorre como literal u; em ¢, os membros de Fr sdo:
K12(j), Ks(j. i), {d’, h;, v}, k € J;. Portanto h'; € ﬂ Fr
Se u; € verdadeiro e ocorre como literal ; em ¢, os membros de Fr sdo:
K12(j), Ks(j. i), {d’;, h;,v"}. Portanto A'; € ﬂ Fr
Se u; € falso e ocorre como literal i7; em ¢, os membros de Fr sdo:
K12(j), Ks(j. i), {d’;, g", v';}. Portanto g’ € m Fr

b) Por fim, considere os tridngulos de que estdo contidos em um Ks(j,i) =
{n,. g}, v h.g }paracadal <i<nejelJ.

Dentre esses tridngulos, aqueles com pelo menos uma aresta coberto por Ks(j, j) sdo
tridngulos faceis. Perceba que as arestas g;h’J e h’j‘ g’j sdo cobertas apenas por K5(j,i),
o que implica que os seis tridngulos formados por uma destas duas arestas e um vértice

adicional de K5(j,i) sao todos faceis.

Toda aresta dos quatro tridngulos restantes € coberta por um completo além de Ks(J, 7).
Note que estas arestas sdo:

[ i .0 I 1.0 .0 i i 170 170 [
85:8)> 8, V> 8l WV hig5s Wil Vil vig;

Desta forma, iremos mostrar os quatro tipos de tridngulos contidos em K5(j,i):

- T={g',g",v'} (Figura 4.22)
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Ji s

Figura 4.22: Tridngulo formado por {gj.i , g; vj.}

Se u; é verdadeiro, entdo os membros de ¥ sdo: Ks(J,1), {g;i, g; z’J} {ai.i, g;i, v’J}
Portanto g;.i €N r.

Se u; é falso, entdo os membros de Fr sdo: Ks(j,i), {gj.i,g;,zi.}, {ai.,gi.i,v;}.
Portanto g; e NFr
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Ji s
Figura 4.23: Tridngulo formado por {hlj, , h’j vj.}

-T= {{h’]l h;., vj.} (Figura 4.23)
Se u; é verdadeiro, entdo os membros de ¥7 sdo: Ks(J,1), {hj,i, g;, w;}, {aj., h;., vj.}.
Portanto 1, € (N F7.

Se u; é falso, entdo os membros de 77 sdo: Ks(j,i), {h;i, h;,w;}, {az.l_, h;i,v;}.
Portanto h’J e N Fr

Figura 4.24: Tridngulo formado por {gj.i, h;l v;}

-T= {{g;i, h’]l v;.} (Figura 4.24)
Se u; é verdadeiro, entdo os membros de F7 sdo: K2(j), {a;l_, g;l_, v’J} Ks(k,i),k €
J;. Portanto g;i e N Fr.

Se u; é falso, entdo os membros de F7 sdo: K, {a;.l_, h;i,v;},lg(k,i),k e J.
Portanto h’J e N Fr
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Ji s

Figura 4.25: Tridngulo formado por {g; h; vj.}

-T-= {{g;, h’J v;.} (Figura 4.25)
Se u; é verdadeiro, entdo os membros de F7 sdo: K, Ks(J,1), {v’j, h’j, a’j }. Portanto
h'; € N Fr.
Se u; é falso, entdo os membros de F7 sdo: Kz, Ks(J,i), {v’j, g;., a’j}. Portanto

gy € NFr

Portanto, todos os tridngulos T de G foram analisados, € os completos que t€ém uma
aresta em comum com estes tridngulos tem intersec¢do ndo-nula, finalizando a demonstracao de
Alcon et al. (2009).

O fato da intersec¢ao ser nao nula cumpre os requisitos da generalizacao de Alcon e
Gutierrez, a qual permite afirmar que a cobertura por completos ¥ tem a propriedade Helly, ou
seja, G € grafo clique. O
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4.3.3 Exemplo de Familia-RS a partir das instrucoes

Utilizaremos a mesma instancia do 3SAT5 apresentada na Se¢do 4.2.1 [ = (U,C), U =
{ur,uz,uz}, C ={cy ={ur,us}, co ={uy,us,us}, cz3 ={uy,uz}}.

Seguiremos a mesma ordem das se¢des 4.3.1 e 4.3.2 para descrever o triangulo. Os
triangulos incluidos em determinado passo tem a cor azul, enquanto aqueles de passos anteriores
tem a cor laranja.

Primeiro, com os triangulos fora dos completos K, e dos completos K5.

Preenchemos primeiro os tridngulos referente a valoracdo das varidveis de U, como
feito na Figura 4.26, utilizando o Lema da Escolha de Cobertura (4).

Figura 4.26: Triangulo escolhidos de acordo com o Lema da Escolha de Cobertura em azul
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Em seguida, sdo tomados os tridngulos faceis, aqueles com vértices de grau 2, como
podemos observar na Figura 4.27.

Figura 4.27: Triangulos faceis fora de um K|, e de um Kj

Para acabar com o tridngulos fora dos completos K, e K5, utilizamos o Lema de
Comunicagao de Literais para decidir qual par de tridngulos € usado referente aos vértices vé, v%,
v% e v%, como colocado na Figura 4.28.

Figura 4.28: Triangulos escolhidos de acordo como Lema de Comunicag¢ao de Literais
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Agora, iremos abordar os tridngulos cobertos por um K, ou um Ks.
Primeiro examinaremos os tridngulos em um K. Temos aqueles formados pelos
vértices a’j de uma cldusula, como vemos na Figura 4.29.

Figura 4.29: Tridngulos compostos pelos vértices aj. de uma cldusula j

Também temos os tridngulos relacionados ao Lema da Escolha de Cobertura na
Figura 4.30 e na Figura 4.31.

Figura 4.30: Tridngulos relacionados ao Lema da Escolha de Cobertura



41

Figura 4.31: Mais tridngulos relacionados ao Lema da Escolha de Cobertura

Para finalizar com os tridngulos em um K, temos aqueles relacionados com o Lema
de Comunicacdo de Literais na Figura 4.32

Figura 4.32: Triangulos relacionados ao Lema de Comunicagao de Literais
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Agora, vamos analisar os tridngulos contidos em um K5, todos eles se referem ao Lema
de Comunicacdo de Literais, como podemos observar nas Figuras 4.33 e 4.34

Figura 4.33: Triangulos relacionados ao Lema de Comunicagao de Literais

AN
7,

aE

(/2N
P
Figura 4.34: Triangulos relacionados ao Lema de Comunicacdo de Literais

/

N
/iy N/
. \3‘%

As arestas restantes fazem parte unicamente de um Ky, ou Ks.
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5 CONCLUSAO

O trabalho teve como objetivo explicitar todo o conhecimento necessario para a prova
de NP-completude do problema do grafo clique. Para tal, percorremos o histdrico da classe,
desde as primeiras discussoes de sua caracterizagdo até a determinacdo dessa dificuldade.

Comecamos com a base tedrica para a compreensao do estudo. Primeiro, uma breve
apresentacdo dos conceitos de Complexidade Computacional € apresentada, com as classes
necessdarias, e, depois, as definicdes de Teoria dos Grafos, com a principal sendo a do grafo
clique.

Em seguida, apresentamos as caracterizagdes do grafo clique, as quais sdo essenciais
para a parte principal. Essas caracteriza¢des da classe comegaram com Hamelink (1968), que
determinou uma caracterizagdo parcial, a partir da observacao da propriedade Helly da cobertura
por cliques de um dado grafo G.

Apb6s isso, com base nesse trabalho anterior, Roberts e Spencer (1971) nos deram a
caracterizacao total do problema, com a cobertura por completos das arestas do grafo clique.
Para auxiliar, houve a simplificacdo da notacdo, além de exemplos para o entendimento dessa
caracterizacao.

Alcén e Gutierrez (2004) descreveram uma generalizacao da classe dos grafos clique,
baseada na caracterizacdo de Roberts e Spencer. Essa generalizacdo utiliza os triangulos do
grafo e, também, os completos que tem uma aresta em comum com estes triangulos. Essa
demonstracao foi expandida, com as trés condi¢des equivalentes reapresentadas.

Por fim, em (Alcén et al., 2009), a dificuldade do problema de decisdo do grafo clique é
demonstrada. No comego, uma variagdo do 3SAT, o 3SATj; € apresentada, junto de sua reducio
para o 3SAT. A partir de instancias do 3SAT3, um grafo G; composto por completos € obtido.
Dois componentes que simulam as cldusulas e varidveis sao definidos, o de Atribui¢io de Valores
e o de Teste de Satisfacdo, esses componentes sao responsaveis por atribuir valor as varidveis e
manter a coesdo entre as cldusulas no grafo obtido, respectivamente.

Com esses componentes, basta mostrar que o grafo G obtido pelas instru¢des tem uma
Familia-RS, uma familia de completos que ndo sdo contidos uns nas outros. A partir desse
objetivo, as arestas sdo cobertas uma a uma, explicitamente por meio de figuras.

Os estudos futuros que podem decorrer deste trabalho sdo o aprofundamento de
problemas adjacentes ao grafo clique, como as classe dos grafos clique-cordal e biclique, cujas
dificuldades ndo sdo conhecidas. Outra familia de classes para esse estudo sdao aquelas em que a
propriedade Helly € parte de sua defini¢ao.
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